Analiza matematyczna III
Lista 2

Zad 1 (konstrukcja funkeji gtadkiej o zwartym nosniku). Niech
—(z—a)? ,—(z—b)?
e e , x € (a,b),
fusla) = o)
0, x ¢ (a,b).

a) Pokazac, ze f,, : R — R jest funkcja gladka (klasy C*), ktora jest dodatnia na przedziale
(a,b) 1 zeruje si¢ poza nim.

b) Pokazaé, ze dla kazdego € > 0 istnieje funkcja gtadka g : R — [0, 1] taka, ze g(z) = 0 dla
x < 0 oraz g( ) =1dla x > . Wskazowka: Potozyé g (x) = [ fo,e(@t)dt/ [ fo(t)dt.

c) Dla a € R" zdefiniujmy funkcje g : R — R wzorem
9(@) = focelrr —ar) o foce(@n — an).
Pokazac, ze g jest funkcja gladka, dodatnia na prostopadtoscianie
(e —e,a1+¢€) X ... X (a, —€,a, +€)
1 zerujaca sie poza nim.

d) Niech K C U, gdzie K jest zbiorem zwartym a U zbiorem otwartym w R". Pokaza¢, ze
istnieje nieujemna funkcja f : R® — R dodatnia na K i zerujaca sie poza U.

e) Pokazaé¢, ze w podpunkcie d) funkcje f mozna wybraé¢ tak, aby f : U — [0,1] oraz
f(.l’) =1 dla z € K. Wskazéwka: Jesli dla funkeji f z podpunktu d) mamy f(z) > e dla z € K, rozwazy¢ go f,
gdzie g jest funkcja z podpunktu b).

Zad 2. Obliczy¢ catke podwojna w prostokacie:

dx d
// ry(z+y) dz dy, // %L”Zf gdzie B={(z,9):0<z<1<y<2},
[0,2]x[0,6]

// z cos(z? +y) dx dy, d) //e”y—l—lda:dy, gdzie D ={(x,y): |z|, |y| < 1},

[—/7,0]%[0,7] D

Zad 3. Obliczy¢ catki podwojne [ f(z,y)dzdy w obszarze G ograniczonym przez krzywe
G

dane réwnaniami:

f G f G
a) r+y r=0,y=0,z4+y=1 f) | 32y =22 y=1
b) | (z+y+1)? |o=0,0+y=1Lz—y=1]| g 1 yz%dlax>0,y:2:c,y:§
c) xy r=0,y=2%y=0,z=11|h)| 2z yzx{yz%dl&xZO,yzl
d) i—z ww=1,xr=2y==x i) | 2« V=x4+2,y=—x
e) 1 vi=o+4,y°=—x+4 | j) | 2zly y=1x% y=2+|z|
Zad 4. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi
a) y = 2, y——x—Q c) y—sinxy—cosxxe[% %’r] e) xy=4,y=x,x=4
b) |ly=lnz,y=2z—1L,y=—-1|d) | y=22 22+y*=2dlay > f) xyzl,xyzS,y:xQ,y:x—;

Zad 5. Zamieni¢ kolejnos¢ catkowania w calce iterowane;j

a) fo fo (z,y) dy dx c) fo f\/gyfxydxdy e) fo y1 y) dx dy
b) fo fj o f(x,y)dydzx || d) ffz fy274f x,y)drdy | f) fo f y) dy dx




